XII. ANALISIS DE VARIANZA (ANOVA)

£l andlisis de varianza es una prueba paramétrica que nos permte

docimar en forma eficiente la hipétesis nula:

Ho: o= U =H{3 ..... = U, ; k2 3
1 2

en base a k muestras extraidae al azar y en forma independiente de po

2
placiones normales con varianza comdn g .

£l rombre de andlisics de varianza o (ANOVA) se deriva del hecho de
gue el andlisis £s basa en la comparacidn de las varianzas estimadas
de las varias causas que las pueden originar. El método se originé
en el eetudio agrondmico, por le cual se usan términos tales como
"blogues” y "tratamiento” (refiriéndose a poblaciones o muestras que
se diferencian en términos de semillas, variedades, cantidades utili
zadas de fertilizantes, métodos de giembra, ...). Perc hoy en dfa,
este método de andlisis ge aplica a casi todo tipo de disefio experi-
mental ya sea en ciencias naturales o gociales. La razén para el rd
pide incremento del uso del andlisig de varianza como una herramienta
hisica ée debe principalmente a su gran versatilidad: ee puede fdcil
mente adaptar, dentro de un amplio campo, para evaluar los datos obte
nidns dentro de un nimero grande de experimentos, los cuales tiene va
rise variables aleatoriae <ontinuas. También, nos ayuda a ver =i di-
Zarantes datos muestrales clasificados en términos de una sola varia-

iz, ciznen o no algln significado. Ademds, nos facilita las compara
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ciones de datos muestrales los cuales han sido clasificados de acuer
do a dos o mds variables. En cada caso, las respuestas finales com -
prenden la significancia o la falta de ella, para cada clasificacién

de acuerdo con una dada variable, asi también como los efectos conjun

tos de variables (combinacidn de tratamientos) (9,10,42).

12.1. Clasificacidn de Acuerdo a una Variable completamente Aleatori

zada.

Suponga que tenemos ¢ poblaciones, Ay, Bay eennr Ac cada una nor
malmente distribufda con una media igual a P con una varianza co
min O 2. Frecuentemente, estas poblaciones <se denominan tratamien-
tos representando, por ejemplo, ¢ variedades diferentes de soya, c dig
tancias de siembra, ¢ regiones diferentes, ..., etc. Estas c¢ poblacio
nes se asume gue tienen una varianza comdin, ya que se cree que dife -
rentes tratamientos usados para el mismo propdsito difieren €I las me-
didas de tendencia central pero no en su dispersién. MA&s adn, imagi-
nemos que todag estas poblaciones juntas constituyen una gran pobla-
cidn con una media u } llamada "la media de la gran poblacién”, la
cual se define como:

c
wo= (/) My {12.1}
i=1l
Bajo los dos supuestos anteriores queremos probar gque todas las

medias de los tratamientos son iguales. Es decir que:

Ho: by = M = u = =y
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Si Ho es cierta, podemos esperar gue cada una de las medias
poblacicnales =ea igual a la gran media, uy = u . En caso con-
i

trario, cada ¥ difiere de i € la cantigad @ , la cual repre
i 1

sentaria el efecto del tratamiento.

i=1,2, ...,¢ {12.2 1}

-

El modelo analizado es de la formm :

= -+ = . + . + e, . 1203
i3 RV TR S e & t )

La férmula { 12.3 } implica que cada observacifén se aleja de
la gran media { y ) debido a: 1) Un factor que representa el efec
to del tratamiento ( mi) y 2) Un factor completamente aleatorio 6

arror (eij)-

La parte central del ANOVA, no importando el tipo de modelc usa
do estd en lz diviegién de la suma e cuadrados totales entre diferen
tes partes gue tiener un significado completc. En la primera etapa se

organizan los datos tal como se indica en la Tabla 12.1.

En la tabla 12.1, cada observecidn Xij tiene doble subindice.
El primer sub-indice indica a gque muestra o tratamiento pertenece
ia observacidn y el segundc numera la observacidn dentro de una mues

tra determinada. Por ejemplo, X es la segunda cbservacidn del cuar

42

to tratamiento.



A

Coun la iantormacién de la tabla 12.1 podemos calcular dos estadis

ticos bdsicos en el ANOVA: 1) La media muestral de cada columna:

xicol- (i = 11 2' seatp C)' donde =

— nj

X, = (i/n;) Xis = (I/n;) (X +X, 0t Lo+ X  +,.+ X

jcol., i §=1 ij 17882 14 ing y {12.4

TABLA 12.1. BANOVA : Datog Muestrales del Modelo Lineal

OBSERVACION MUESTRA
1 2 ]
l Xll le “rsvannwae ',&1
2 Xy 5 X590 vesesama. Xcz
ny xlnl %2 cn,
ny ng ne
TOTALES E X]_j z_ ij 3 ij
i= 3=l j=1
n ny o n
1 2 e
E—
2) La gran media muestral (X)
= c ni ng ng
X= /M 3 Xy S @AM O g Xy *t.nvp X ) {125}

i=l 3=l j=1 =1

Lo
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c
Donde : N = g 0, =n; + n, + ... 1 n,-
i=1 1
c ny = 2
L supa de cuadrados totales b L (xij- X ) (de agui en ade
i=1 §=1

lante referida como SCT), se puede descomponer en dos partes fundamen
tales, una debida a la variacidn dentro de la muestra (6 sea debido

: los errores, la cual denotamos por SCE) y la otra debida a la varia
cidn existente de una muestra a otra (6§ debido a los tratamientos, la

cual denotamos por SCC). Es decir:

c n, - c i _ a c n. _ =,
] I b (xij"x) = .Z _'): (xj_j -Xicol) + .2 E. (xicof- X) {12 .6}
i=1l j=1 i=1l j=1 i=l j=1.

3CT = SCE + sccC

Lo 16gico de esta separacién de la suma de cuadrados totales en
dos partes diferentes se puede notar intuitivamente. Las observacio-
nes dentro de cada muestra van a mostrar siempre una variabilidad. Las
diferencias entre lae observaciones individuales puede provenir de dos
sausas. Diferencias entre individuos gque pertenecen a diferentes tra
tamientos muestrsleg pueden resultar ya sea por los diferentes trata-
mientos o poer las variaciones aleatorias o por ambos. La suma de cua
drados entre muestras, (SCC), refleja la contribucién de las difergg
cias cebidaz a los tratamientos asf{ como la comtribucidn de la varia-

wilicad zizatoria de muestra a muestra. Las observacicnes individua-

-

e#g, 2 2l miemd tratamiento muestral, sin embargo, pueden diferir una de
otras solamente por las variaciones aleatorias, yva que cada irndividuo

dentre del grupo recibe el mismo tratamiento. La suma de los cuadrados
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dentro de las muectras (SCE), mide aquellas diferencias intermuestra-
les que se deben solamente al azar. For 1o consiguiente, en cualguier
grupo de ¢ nuestras es posible aielar ectac dos clases de variabilidad:
1a suma de cuadrados entre grupos gue refleja la variacidn debida tanto
a tratamientos como al azar, mds la suma de cuadrados dentro de los gru

pos que refleja la variaciédn debida =olamente al azar | 9,18 .

Las férmulas simplificadas para encontrar las diferentes sumas de

cuadrados sSon:

o] n4i = 2 [0} ni 2 = 2
scr = 1% ) (xij -xc= oz £ xij - NX {12.7 }
i=l §=1 i=l §=1
¢ ng - c n c
- - 2 _ i 2 -2
SCE = @ (KiymXy o) DU ox - Ingx {12.8}
= os i=1 j=1 i=)
- N c n.l _ = 2 C 2 = 2 { 12_9 }
ECC = B (X go1m X = I ngX, ;- NX
i=1 j=1 i=1
Dado que SCT = SCC + SCE, tenemos que SCE = SCT - SCC {12,10}

Por congiguiente, uzualmente se calculan SCT y SCC y se encuentra

por diferencia 5CE.

Las férmulacs anterimes se aplican para la suma de cuadrados que
tengan o né igual tamafio de muestra., Si la hipStesis nula que los
tratamientos son nulos es cierta, entonces, cada una de esgtas tres su
mas de cuadrados, divididas por sus respectivos grados de libertad, es

an estimativo inseszgado de la varianza poblacional comin = 2. El nime
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ro total de grados de libertad en este modelo es (N~1), ya que 5CT

ge calcula de un total de N observaciores usando la media muestral

como un estimativo de u (se pierde un grado de libertad). La estima
cidn de g 2 en base de SCC (variacidn entre las medias de las co
iumnae), tiene (c-1) grados de libertad, va que hay ¢ medias para com
parar (cada columna 4@ una media y tenemos c columnas), El nimero de
gradoz de libertad para el estimativo de g 2 basindonos en SCE es (N-c),
ya que SCE se obtiene de N observaciones con las ¢ medias muestraleé
como un estimativo d» u . Ta; come en el caso de la suma de cnadra -

dos, los grados de libertad también son aditiwvos.
N-1} = (c-1) + {N-=¢c) {12.11}

Los eztimadores de la varianza muestrsl se suelen denominar los
cuadrados medios. En el modelo diecutido se puede ver que estamos in
teresados en comparar dos cuadrados medios: los cuadrados medios en-
tre columnas, CMC = SCC/(c-1) vy los cuadrados medios de los errores
(SCE), CME = SCE/ (N-c). Nétese que ambes cuadrados medios estén dis
tribufidos con una distribucidn chi-cuadrada con { ¢c-1) v (N-c) grados

de libertad, regspectivamente.

La informacidn necesaria para realizar =1 ANOVA, se lleva a una

tapla denominada la Tabla de ANOVA (Ver tabla 12.2)

Para el modelo a analizar, el par de hipdtesig a probar son:
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TABLA 12.2. Andlisis de Varianza: Modelo Lineal.

CAUSA DE VARIACION Suma de Cuadrados Grados de libertad Cuadrados medios

sC § M
Entre columnas SCC c-1 CMC = SCC/ (c=1}
Dentro de columnas SCE N-c CME = SCE/ (N=-c}
(error)
TOTAL SCT N-1
Ho: Todas las medias de los tratamientos son iguales, o sea que W = 0

Hy.? No todag las mediass de tratamientos son iguales, o sea que no todas

los W i son iquales a cero.

El astad{stico utilizado es el cociente F formado por la razén de CMC ¥

e, .
i3

CME., Esto porque, bajo el supuesto de que todos los estdn normalmen-
te distribuidos en forma independiente con media cero y varianza @ 2,
CME debe ser un estimador insesgado de © 2 ya sea que Ho csea cierta o

né, va que SCE mide sclamente las variaciones aleatorias. Pero CMC

es un estimador insesgado de © 2 gi v golo gi Ho es cierta. Cuando los
efectos de log tratamientos no =on nulos, CMC, realmente estima la can-
tidad ¢ + a donde a es un sesgo positivo y mide la magnitud de las
diferencias entre tratamientos. Bajo estas circunstancias esperemos que.
F = (CMC/CME) = 1, o muy cercano 2 uno si Ho es cierta, y se espera que

- - - » . . .
esta Tazdn sea significativamente mayor que uno gi Ho es falsa. Por

consiguiente el estadfstico a utilizarse es:
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S - = - 112.12}
Fo= uCC/ (C 1} = cMC F{C-l) , (N_c)
SCE/ (N~c) CME

Puesto que F sigue una distribucidn de F con (c-1) grados de Li-
bertad para el numerador y (N-c) grados de libertad paxra el denominador,
¢e rechaza Ho al ©% =i y sélosi F > F¥ (9,18,42).

o; {(e-1), (N-c)
Ejemplo 12.1. (Muestras de Igual Tamafio). Las edades promedias( en afiog
cumplidos) de agricultores jefes de familia en tres regiones diferentes
se presentan en la Tabla 12.3. Se puede conclufr que desde el punto de
vista de la edad promedia del jefe de familia, las tres regiones no di

fieren significativamente?

TABLA 12.3. Edad Promedia del Jefe de familia en tres regiones diferentes. 1977

OBSERVACION REGION
1 2 3
1 40 20 50
2 37 27 47
3 29 31 37
4 28 32 28
5 32 40 30
& 29 27 32
7 31 21 20
8 60 29 54
o 48 31 24
10 30 26 39
TOTAL 355 284 36l 1000
n 10 10 10 30




ién : : H_ =1 = k
Solucién: 1) Ho 5 5 3

H : Al menos una de las medias es diferente a las otras

2) ¢ =0,01; N =30
3}y 4) Se emplea la prueba F para ANOVA. El estadistico utilizado
es F definido por la férmula { 12,12} el cual sigue una distribucién

de F con (c-1) y (N-c) grados de libertad,

]
]

5. § {c=1} = (3-1) 2 = Grados de libertad del numerador

8

1
5 = (N—-c) ={30~3)

27= Grados de libertad del denominador

Se rechaza Ho al 13 si F > F*l%(Z, 27) T 5,49,

6, Los totales de cada afic de los tratamientos se tabulan en la tabla
12,3, Se tiene que:; k =3;n, =n_ =n_ =10

1
N = n; + n2 + n, = 30 ) r X.. = 1000
3

Por consiguiente:

¥ = 355/10 = 35,5; X, = 284/10 = 28,4; X, = 361/10 = 36,1
= 3 10
X = (YN) ;3 X5 = (1/30) (1000) = 33,33
i=1 =1
3 10 " 5 ) 5 R
g p By T40 +37 + ... +24 +39° =36.344,00 { Se deben
i=3 371

de elevar cada una de las 30 observacicnes de la Tabla 12.3 al cuadrade}

= 2
NZ2 = (30) (33,33)° = 33.326,67
€ - 2 = 2 2 2
n: X . {10} {35,5)7 + (10) (28,4)° + 10(36,1)° = 33.700,2
5% eol. '

i=1l
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Aplicando las férmulas (12,7 }, {12.8 }vy{12.9} tenemos que:

SCT = 36.344.00 - 33,326,67 = 3.017,33
SCE = 36.344,00 - 33.700,20 = 2643,80
scC = 33700,20 - 33.,326,67 = 374,33
Nétese que:

SCE = 8CT -~ sSCC = 3017,33 - 373,53 = 2643,80

Los grados de libertad asociados con cada una de estas tres sumas de cua-

drados son:

M = = S = m3e1=2; 0 = (Wec)= 30-3=27
= (N=1) =30 -1 =29; ‘un.= {(c-}) =31=27 .. °% (§-c)

Los cuadrados medios { 8C / Gi) son;

CMT = 3017,17 / 29 = 104,05; CME = 2643,80 / 27 = 97,918

CMC = 373,53/ 2 = 186,765
La tabla de ANOVA es:

TABLA 12.4 Tabla de AROVA

CAUSA [E SUMA DE GRADOS DE CUADRADOS F
VARIACION CUADRADOS LIBERTAD MEDIOS
Entre tratamientos 373,53 2 186,765
1,907
ERROR 2643,80 27 87,918

TOTAL 3017, 33 29 -
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F= (18,765 ) / ( 97,918 ) = 1,907
+*

- = < = 5,49, no se rechaza H al 1%.
7. Dado que F 1,907 Fl%:2,27 (29, N o :

Ejemplo 12.2 ( Muestras con Tamafios Diferentes )  Escobar ( 11 ) pre -
senta ¢l siguiente ejemplo: La poblacién de campesinos en la regién A

se dividié en tres grupos ( segin el ingrego neto por hectérea )}, deno-
minados Cabeza, Medio y Cola., Si se tiene la informacién de la tabla
12.5., podemos conclufr que los tres grupos difieren significativamente

en su ingreso medio por hectérea?

TABLA 12.5 Ingreso Promedio de los Agricultores en la Regidn A, 1977

GRUPO 1 {cola) Grupo 2 (medio) Grupo 3 {cabeza)

2. . 2 2
Y13 i3 ¥z Y25 Y33 Y35
635 403,225 781 602,961 835 697 .225
670 448,900 788 620,944 847 717 .409
683 466 ,489 794 630,436 852 725.204
716 512 .656 801 641.60Q1 858 736,164
731 534,361 803 644 .802 879 772.641
742 550.564 BOS 648,025 892 795 .664
753 567,009 807 651,249 913 833.569
760 577 .600 802 654.481 ©36 876.096
768 589.824 812 659.344 1035 1.071.225
770 592,900 B18 669.124
826 682 .276
TOTALES 7228 5.243.528 8844 7,112,250 8047 7.225.897
n; 10 11 9
X, 722 ,8 804,0 894,11
lcol
Sclucién: Ho: U 1 = U 2 = 3

1. Hy¢ Al menos uno de los promedios difiere de los otros,
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il

2. @ =0,05; n, =10, n, = 11, n 9; N = 30,

3y 4, Iguales a los del probklema 12.1,

[=5)
Il

{c-1} (3-1) = 2 = gradcs de libertad del numerador.

[+
n

N-¢) (30~-3) = 27 grados de libertad del denominador.

*

Se rechaza H al 5% si F > F rg = 3,35.
o 2

8
587 S

6. De acuerdo a la tabla 12.5 tenemos que: Xl = 722,8; X2= 804,0;

i

X, = 89%,1l1; N = 30: X

5 = 24119,0/ 30 = 803,97
I L ogx. o=22119,0 ; I I g =19,581.675,0.
i=1 j=1 *] i=1 j=1  iJ
. 2 2
NX = 30 (803,97 ) = 19,391.032,00
3 -2 2 2 2
I n., X, = 10(722,8) + 11(B04,0) + 9{(894,11) = 19.529.868,6
ij=1 * icel
Entonces, SCT = 19,581.675,0 - 19,.391,.032,0 = 190.6a3,0
scc = 19.529.,868,6 - 19,.991.032,0 = 138,436,6
SCE = 190.643,0 - 138.836,6 = 51.806,4
TABLA 12.6. Tabla de ANOVA
CAUSA SUME DE GRADOS DE CUADRADOS F
CUADRADOS LIBERTAD MEDIOS
Variac. entre grupos 138.836,6 2 69.,418,3
36,179
Variac, dentro del
grupo 51.806,4 27 1.918,76

TOTAL 190.643,0 29 -
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9. Puestos que 36,179 > 3,35, se rechaza Hj al 5% y concluimos que las

medias difieren significativamente entre gf.
12.2. La Minima Diferencia Significativa

Pl andlisis de varianza nos ayuda decir si o no hay una diferencia
gignificativa entre las medias de los tratamientos, pero no nos indica
donde estd la diferencia. Cuando el estadistico F indica una diferencia
significativa entre la. sedias, lo natural es tratar de conocer donde es-
t4 la causa de la diferencia, Si se tienen muestras de igual tamafio, és-
to se puede conocer mediante el procedimiento denominado de la minima di-

farencia gignificativa ( MDS ).

Cuando n_ < n2 = ....=n ,y F nos lleva a rechazar la hipStesis
c

nula, la MDS se define como la diferencia mds pequefia que pueda existir

entre doe medias muestrales estad{sticamente diferentes.

MDS = / (2/n) ( CME) (Fl'm_c);a) { 12.13 }
Donde, n = Tamafio muestral comin

I

CME

*

cuadrados medioes debidos al error
F = vyalor critico de la distribucién de F con
1,{N=c); o

51 =1 vy 52 = (N-¢)} y a un nivel del a%.

Cualesquiera dos medias de los tratamientos muestrales en el ANOVA, se
dice que difieren significativamente, a un nivel de significancia ( a)

determinado, =i la diferencia absoluta entre ellas es mayor due el va-
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lor de MSD calculado utilizande la férmula{ 12.13)} .

Ejempio 12.3. Asuma gue la edad de cinco jefes de familia en tres ve-
redas diferentes son los tabulados en la tablé 12.7., Bxiste diferencia
significativa en la edad promedia de una vereda a la otra ? Si la res -

puesta es afirmativa, cuales de las medias son significativamente dife-

rentes entre si?

TABLA 12.7. Edad Promedia de Cinco Agricultores en Tres Veredas, 1977

Ckser sacicnes v v v Total
1 2 3
1l 25 31 24
2 30 39 30
3 36 38 28
4 38 42 25
5 31 35 28
Total 160 185 135 480
Xicol. 32 37 27 32 = X

Solucién:
Las hipStesis y el procedimiento son similares a los rea-

lizades en el problema anterior. Tras realizar los cdlculos encontramos

*

e =5; CME = 16,17;: F = 7,50, Dado e F = 6,93; re—~
que, 0= i P T I e Figr2,10 T O e

chazamos la hipStesig que las medias no difieren significativamente

al unc por ciento.
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*

F = 9,33 { ver tabla 6.5.¢)

1%, (1,12)

MDS =/ ( 2/5 ) (16,17) (9,33} = 7,768

| X1 - X, | = | 32-37 | =5 < 1,768
le-x31=|32-27|=5 < 7,768
lxz-x = | 37-27 | =10 > 7,768

Solamente las poblaciones dos y tres difieren significativamente en la

edad promedioc del jefe de familia.

La prueba de MSD se denomina una prueba de parejas y g6lo debe emple
arse cuando el estadistico F de la férmula {12.12 } ha llevado a recha
zar la hipétesis nula. Cuando se usa la prueba de MDS sin gque se pueda
rechazar Ho' pueden resultar algunas diferencias entre las mayores de

las medias, pero estas son explicadas por cambios aleatorios.

Si las muestras no son de igual tamafio, no hay un procedimiento
general para determinar cual pareja de medlas causa la diferencia signi
ficativa en la prueba. Por consiguiente, se debe de evaluar todos los
posibles pares de medias por medio de la prueba de t explicada en el

capitulo X ( 9 ).
12.3. Clasificacién de una Sola Variable Mediante Blogues Aleatorios

El modelo de BNOVA discutido arriba, es el disefio mds sencillo

y es el adecuado cuando los elementos analizados son relativamente ho
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mogeneos con wespecto a todas las variables menos en la que se estd pro
bando que hay una diferencia significativa. Cuando esto no sucede, se de
do emplear otra clase de modelo. Uno de los disefios alternos al comple
tamente aleatorio, es el de clasificacidn de una variable en bloques

aleatorios.

Experimontos aleatorizados en blogues es un término agrondmico
utilizado para denotar que varias variables o tratamiéntos se aplican a
diferentes hiogues de tierra para replicaciones de un experimento. El
objetivo principal =v el de establecer las diferencias significativas
entre los efectos de los tratamientos, tales como productos de diferen—
tes tipos de semillas , o la calidad de diferentes marcas de fertilizan-
tes. Pero las diferencias en las producciones de semillas o fertilizan-
tes pueden atrikbuirse no solamente a las diferentes marcas empleadas,
sinoc también a las diferancias en la calidad de los kloques. Para aislar
el =fecto de £stos se emplea la aleatoridad, la cual se logra asignando
tratamientos ern forma aleatoria entre los diferentes blcgues. Aungue el
disefio se originé an las ciencias naturales, tiene amplia aplicabilidad
en otras dreas del conocimiento humano. Por ejemplo, el disefio se pue
de emplear parz determinar si ¢ marcas diferentes de fertilizantes dan
igual productividad, con datos provenientes de encuestas socioecondmi=-
cas, aislamdo =1 efecto qwe tenga la capacidad del administrador de
ia finca ( biogques ), mediante asignacién de las marcas de fertilizantes

en forma aleatoriz entre los diferentes administradores, los cuales han

gido zeleccicnados de antemano en forma aleatoria. La idea bdsica del
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disefioc es comparar todos los efectos del tratamiento dentro de un blo-

gque de material experimental, eliminandc los efectos del ambiente.

Para elaborar el modelo, consideremos c tratamientos Ai( i=11,
2,...¢c} ¥y r Dblogues Bj {3=1, 2,..,r ). Entonces, cada observa-
gidn Xij se puede considerar como una muestra de tamafio unc, sacada de
una poblacién con media igual a “ij' Por consiguiente, existen rc
poblacicnes, una por cada combinacién de blogues con tratamientos. Se
asume gue las rc poblaciones gstén normalmente distribuidas con una va
rianza comdin 52 . La gran media pochlacional se define como:

c r

U =(1/zrc) b b3 ¥ 13 {12.14}
i=1 3=1

Los datos se tabulan tal como aparecen en la tabla 12.8.

TABLA 12.8 Clasificacién de uma Variable Mediante Bloques Aleatorios

Ay a, By eeseeen.. B t.y Xoy

By 1. 21 Xam; X1t Xe1

By %12 %32 X 32 Xe2 teo X2

By Xir X X3y Xer Top Loy

tl. ty . . t3. t.. T = Gran1 total
= - - - - _ T

X, . X - Xp.  X3. X, . X

rc




En la tabla 12.8,, cada chservacidn xij tiene doble subindice. El sub
indice i indica el tratamiento y el j indica el blogue. Por ejemplo,
x34 es la observacidén que estid en el cuarto blogque y pertenece al ter
cer tratamiento. Para elaborar el esctadistico, buscamos: a) los totales
de cada columna ( ti' ) v los totales de cada fila ( t.j }; b)) las me-

dias de los tratamientos ( X, . )}y la de los blogues ( X.. ) .
]

El mod=lo general utilizado es:

X = w4+ w4+ 8 4 g {12.15 }
i3 i ] 1]

La férmula {12.15} nos indica que cada pbeengeidn Gifiere de la gran
madia ( 4 ) por un factor debido a los tratamientos ( u’i }, otro
debido a las diferencias entre los blogues (9 5 ) ¥ por un factor
completamente aleatorio ( ® ) o de error.

Las medias de las filas y de las columnas se encuentran mediante las

siguientes férmulas:

H

X, .

i (1/xr) t. . { 12.16 !}

™l
It

(l/c)t.j { 12.17 1}

Otros estadisticoe importantes son:

< r

T = Gran total = I ;. = I { 12,18 }

- i=1 4=1 3

¥ = Esztimativo de la gran media poblacional W = (1 /rc ) T
2

C = ¥actor de correccién = (1l /rc ) T {1219}

La suma de cuadrados totales ( SCT ) se divide en: a} La suma de

cuadrados debida a los tratamientos o columnas ( SCC ); ) La suma de
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cuadrados debida a los bloques ¢ filas ( SCF ); y ¢) La suma de cuadra
dog debida a los términos de error ( SCE ).
SCT = 8CC + SCF + SCE {12.20 }

Para encontrar estas sumas de cuadrados tenemos las f6rmulas siguientes:

¢ r 2
scr = [ 1 X. . - C {1221}
i=l 3=1 1]
e 2
scc = ( 1/x) ; t. - ¢ {12,221}
i=1
% 2
SCF = ( 1/¢) t.. - C { 12,23}
= |
SCE = SCT - { ScC + SCF ) {12,241}

La tabla de ANOVA es:

TABLA 12.9 Bndlisis de Varianza, tabla de ANOVA

CAGSA DE VARIACIONW SUMA DE GRADCS DE CUADRADOS
CUADRADOS LIBERTAD MEDIOS

Columnas (tratamientos) [{ele: c=-1 cMe = scc/ (c-1)

Filas (blogues ) SCF r -1 CMF = SCF/ (r-1)

Error SCE (xr-1) {c-1) CME = SCE/ (xr-1) (c~1)

TCOTAL scT rc - 1 -

Existen dos conjuntos de hipdtesis que podemos formular con los datos:

: = U = arees™ . =
a) HO H 1 2 U-C (6 w i 0)

H) : Al menos una de las medias es diferente a las otras.
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b) H @ = Q =

Hl: No todos los {0 son lguales a cero.

El primer par de hipétesis implice que no hay diferencias signifi
cativas entre los tratamientos v la segunda que no hay diferencia entre
los blogues { y que por tanto, éstos ejerven una influencia neutral ).
Sin embargo, en el presente disefic sélo estamos interesados en el primer

tipo de hipétesis, las cuales se pueden docimar mediante el estadistico:

F = (M / CME {12.,25 }

. . . . 8 . :
el cual sigue una distribucién de F con 1 = { ¢~1 } grados de libker-

tad para el numzrador y 52 = (r-1) ( c=1 ) grados d= libertad para
el denominadeor., Se  rechaza la hipStesis nula al g por ciento
*

i F > F 9,18,42 ).
s ol 51' §2 ) (9,18, )

Ejemple 12.4. Se tienen cinco métodos diferentes de ccmunicacidn v se
desea saber cual ée ellos es el mds efectivo para la Vereda BAguas. Al

azar se seleccicnan cinco agricultores y a cada unc de ellos se les so
mete a los cinco métodos { el método escogido en una ecasién determina-
da es seleccionado al azar ) y al final se realiza un examen de com-
prensidén, el cual se califica sobre 20 puntos . Dados los resultados
de la tabla 12,10, podemos concluir que los cinco métodos son igualmen-
te eficientes ( en cuanto a su facilidad de comprensién } en la zona

estudiada?
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TABLA 12.10, Puntajes de comprensién de cinco métodos de Comunicacién

en la vereda BAguas, 1977.

METODOS £ -}_{.
AGRICULTOR 1 2 3 4 5 .3 3
1 15 20 12 17 8 72 14.4
2 12 13 20 12 18 75 15.0
3 5 18 8 10 12 53 10.6
4 18 12 io 20 13 73 14.6
5 . 15 is 12 7 61 12.2
£y, 59 78 68 71 58 334 =17
). 11,8 15,6 13,6 14,2 11'6 13'36 =X
Solucidn: Ho: K = ¥ = ® = B = U
L 2 3 4 5
1, H; : No todos los promedios son iguales
5
2, @ =0,05 n;g =5 {E=1,2,3,4,5,); N= L n; < 25
i=1

3,4 Andlisis de varianza, disefio de clacificacidén de una sola varia
ble mediante bloques aleatorios, El intexés e centra en ver si hay
diferencia significativa entre los tratamientos pero se quiere qui-
tar la diferencia de los bloques ( agricultor). Se utiliza el esta -
distico F {(férmula {12.25} el cual sigue una distribucidén de F con
él = (e-1}) = (5=1}) = 4 ¥y 62 = (r-1) (c-1) = (5-1)(5-1) = 16

jrados de libertad.

5, Se rechaza Ho al 5% i F > F*51 8 2” 3,01
, .

5, Tenemos que: r = 5; ¢ = 5; & ti'= E t.y = 334 =T

=i

= 13,36; N = 25 = rc¢.



430

c=5 r=5
5 . 2 2
rop % =G5 4200 +12° + ... +7%) = 4.%20,0
i=1 3=1
C = Factor de correccidn = (l/rc)T2 = (1/25)(334)2 = 4,462 ,24
5
9

I L= (592 + 78° + 68° + 712 + 582) = 22.594,C
5=1

> 2 2 2

Dyt = g2t estoes3t 4 732 + 61) = 22.668,0

i=1

Aplicando las férmulas {12.21} a {12.24}obtenemos que:

SCT = 4.,920,0 - 4,462 ,24 = 457,76

scC = (2/5) (22.594,0) - 4.462,24 = 56,56
S5CF = (1/5) {(22.668,9) -~ 4,462,24 = 71,36
SCE = 457,76 - (56,5%6+ 71,36) = 329,84

La Tabla de ANOVA es:

TABL3 12.11. Tabla de ANOVA

Causa de variacién Suma de cuadrados Grados de Cuadragdos
libertad Medios

Columnas (tratamientos) 56,56 (c-1) = 4 fte,56/4 = 14,14
Filas (bloques) 71,36 (r-1}= 4 71,36/4 = 17,84
Error 329,84 (c-1) (xr-1)=16 :29,84/16= 20,615
TOTAL 457,76 re-1l = 24

F = CMC/CME = 14,14/20,615 = 0,686
7. Puesto que F = (0,686 < Fg%; 4,16~ 3,01, no =e rechaza Ho al 5%

y concluimos gue no hay diferencia significativa entre los cinco pro
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medios.

Tal como en el caso del disefio cimple, cuando los tamafios de
muestras son iguales y al rechazar 1a nip6tesis nula, se puede gaber
cuales de las diferencias son significativas, utiligando el criterio

de la minima diferencia significativa ( MDS ) . Donde,

*
MDS = / 2 CME ) ( F {12.26 }
(2720 ) a%ﬂ,&hD(od))

El procedimients . lecisién es similar al explicado anteriormente.

12.4. Modelo Completamente Aleatorizado a Dos Criterios, sin Repli

cacidn

Este modelo se refiere a un disefio aleatorio, en el cual los
 datos muestrales se han clasificado de acuerdo a dos variables alea
torias independientes, ¥y dénde s&lo hay una observacién en cada cel-
da. El marco tefrico de este modelo es exactamente el mismo del mo
delo discutido en la seccién anterior ( Modelo de Bloques Aleato-

ricoe ) , excepto que se diferencia en la interpretacién de los da

tos.

En el modelo de clasificacién de una variable mediante
bloques aleatorios, estabamos interesados idnicamente en los efec-
tos de los tratamientos { la variable independiente Ai }. Los
tloques se consideraban solamente un material experimental, En el mode

1o de clasificacién de acuerdo a dos variables, tanto los tratamientos
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como log blogues zon variables independientes y se evaluan ern forma
simultdnea. Conszcuentemente, mientras Ai gon los tratamienios en el
modelo de una variable; en el modelo de dos wvariables, tratamientos
son las combinaciones de blogues y tratamientos a; Bj . M&s adn, en
el modelo de clasificacién de acuerdo s dos variables =in un modelo

de réplica, se seleccionan muestras de tamafio uno de cada tratamien-

to combinado v leos datos muestrales se nresentan asi:

Tratamiento L B A B ees BB A B
1 [ 2 1.. > 8

Combinado 11 2 cr

Ohservacidn Xx11 X9 X21 Xy

Expresada en una tabla de dos clasificaciones se tiene:

A ceav.e A
- Al 2 c
By *11 *21 et ¥
B2 xlz Kon sreene xc2
By X1y *2r cr

La segqunda forma de presentacidn es exactamente igual al caso
anterior. S5in embargo, tiene este marco una interpretacidén diferente,
En el modelo de clasificacién de ura sola variable, A; constituyen

la variable independiente y Bj gon los blogues a log cuales se les
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asigna A; en forma aleatoria. En el método de clasificacidn de dos
variables, tanto Ai COmo Bj son variables aleatorias de tamafic uno

cacadas de una poblacion que corresponde a Ai Bj.

£l andlisis de varianza y el procedimientc de prueba pars es-—
te modelo, es el mismo que para el modelo anterior, excepto que aguf
tienen un significado ambos grupos de pruekas : w i =0y ﬂj = (,
1ne cuales se deben probar simultdneamente.
HipStesis
1) Prueba para Ai (tratamientos : columnas) Ho: =
H.,: no todos los w,
gon cero

Estadistico: MO

F
—_ - —1 =
{c-1), (r=1) {c-1)

2} ©Prueba para B (tratamientos:filas)
]
: f. =0
Ho .‘.J

Hy* No todags las Rj son iguales a cero

- i mo s CMF
Estadistico: F(r-—l); (r-1) (c-1) = -CJ_E.

Ejemplo 12.5, Con referencia a los datos del problema 12 .4, podemos
concluir que hay diferencia significativa entre los diferentes méto-
cos de comunicacién y entre log diferentes agricultores?

Sclucidn: Ho : w. =10

a) *

Hy : No todos los w; son nulos
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le no todas lag Qj son nulase
2. a = 0,05; N =25 = rc

Contemosz directamente nuestro interée en el estadfstico y criterio de

decisibn:

14,14/20,615 = 0,686

iu
t
[

= 17,84/20,615 = 0,865

o3
et
3

|

Dado que ambos estadisticos F tienen igquales grados de libertad ¥

son menores que el F* = 3,01, no se rechaza Ho al 5% y acep-
5% 4,16 i

tamos que no hay diferencia significativa ni entre los tratamientos

ni entre los blogues.

8i se rechaza la hipdtesis nula, Ho: 2 3 = 0 ge puede ha-

ilar cuales promedios (de los bloques) scor significativos mediante

la MDS.,

*,
MDS / (2/c) (EME) Fu%'l'(r—l)(c-l) { 12.27 }

Aparte de los disefios discutidos existen otros tipos de dise-
fios mds complicados que pueden ser utilizados en el andlisic de los
datos sociocecondmicos. Sin embargo, log tres modelos discutidos en
el presente cap{tulo son los de aplicacién mis irmediata a los da -

tos de la Ficha Técnica.



XIIT. EL MODELO DE REGRESION LINEAL BIVARIADA

S1i a los elementos de una poblacidn le observamos dos medidas
en forma simultdnea, tenemos una poblacién bivariante vy =i obgerva-
mos mas de dos medidas tenemos una poblacidén multivariante, Por
ejemplo cuando observamos el ingreso y los gastos en fertilizantes
de cada uno de los agricultores en una regidén determinada, origina
mos una poblacidén bivariada. El problema principal al analizar los
datos bivariantes o multivariantes es describir y medir la a=ocia -
cidn o covariacidén que existe entre las variables analizadas y de-
terminar cémo las variables varfan juntas, Por ejemplo, podemos
observar que a mayor ingreso, loe agricultores tienden por lo gene
vzl & gastar mds en fertilizantes y viceversa a menor ingreso com-
oran menos fertilizantes, Ldégicamente, ésto puede ger cierto en el
promedio, puesto gue hay excepcionesg, donde a altos ingresos se gag
te menos en fertilizantes. Sin embargo, si se puede establecer la
relacién promedia gue existe entre las dog variables de una forma ma
temdtica, estaremos en posicién de estimar en modo bastante preciso,
an promedio, el gasto en fertilizantesz de un agricultor—en base de
su nivel de ingresc. Tal procedimiento se denomina estimacidn por

asociaeidn,

BExisten dos aspectos distintos pero relaciocnados en el estudio
Ge acociacidn entre wvariables, El primero ce denomina andlieis de

regresifn, el cual trata de establecer la "naturaleza de la relacidn"
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entre variables . Es decir. en el andlisis de regresidn estudiamos
ls relacidn funcional entre las variables de modo que podamos prede
cir el valor de una variable {(denompinada la variable dependiente o
explicada) en base a los valores ~onocidos de otra u otrac variables
{Llamadas las variables independientes o explicatorias). E1 segun-—
do aspecto del andlisis de asociacidn ge denomina el andlisis de
gorralacién y se ocupa en determinar el grado de relacién entre las

variables analizadas.(9,12,18,23),
13,1, EI Modelo de Regresidn Lineal Bivariante.

En el andlisis de regresidn, camo en otros tipos de estudios es
tadizticos, generalmente procedemns a observar los datos muestrales,
utilizando los resultados obtenidos como estimacién de 1la correspon

diente relacién poblacional.

Para llegar a determinar umna ecuaeidn que nos relacione las va
riables, un primer paso que nosg sirve e ayuda es la coleccién de
datos gue muestren los valores correspondientes de las variables ana
lizadas. Por ejemplo, si se desea ectudiar la relacidn gque existe
entre el ingreso (variable X) y los gastos en fertilizantes (varia-
ble ¥}, se obtendria una muestra de n observaciones, donde ge ten-
drfan los ingresaos X3¢ X3¢ X3,-..., X, Y +08 gagtos Yl' Y2, ceer Yoo
El paso siguiente es representar los puntos (xl, Yﬁ,(xz, Yo)reuas

(Xn, Yn} en un sistema de coordenadas rectangulares para obtener el
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Diagrama de dispersidn, el cual facilita representar la curva que se

ajuste a los datos, Por ejemplo, en el diagrama de dispersidén de la
figura 13.1 se puede observar que los datos se ajustan a una linea

recta de pendiente positiva.

El modelo mds sencillec que se

puede estimar es el modelo de re

.o e gregidn lineal bivariante, el
. _.//‘..
e L cual tiene la forma funcional:
Tetl Y= ot BX {13.1}
i
Lo que deseamos es conocer los
>

X valores de o b4 8 , de tal

medo que para un dado valor de
Figura 13.1.
¥ (la variable independiente) podamos predecir el valor de ¥ (la va
riable dependiente). Puesto gue no se tiene toda la serie completa,
lo gque tomamos es una muestra aleatoria en el tiempo para estimar los

"

pardmetros @ y B mediante los estadisticos oy g

En la practica no podemos obtener una relacidn exacta (tal co-
mo la sugerida por la férmula {131 })spuesto que es muy diffcil
que cbtengamos gue una variable sea explicada por una sola variable
explicatoria. Por consiguiente, cometemos un error al no considerar

otras variables explicatorias. BAdemds y especialmente cuando Y se
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refiere a una variable sociocecondmica, es muy diffcil predecir <on
piena certeze su valor, ya gque Y contiene un elemento aleatoris, que
la hace cambiar de cbeervacidn a cbservacidn de la variablae ¥%.
nalmente,no tenemos instrumentos de medidas que nos permitan medir
con exactitud el valor de Y. Todo esto implica que debemos tener

un término aleatorio, el cual esperamos se distribuya alredsdor de
¢erc (los unos tienden a compensarse con los otros). Por =onsiguien

te, el modelo poblacicnal es:
Y, T ot BX * e, {13.1a}

Para estimar los valores de los pardmetros de o y B median

te el modelo de regresién, consideramos los siguientes supnestos (21,23):

1} X es una variable fija medida en forma correcta, no correlacio-

nade con los términos de error vy ¢on una varianzs finita dife -
1/

rente a Cero.

P(Y/X)
4

2} Para cada valor de X existe una

serie de valores aleatorios de

Fop P

‘

¥, los cuales se distribuyen
aleatoriamente con media igual

a la linea de regresién y va -

> rianza finita.

FPigura 13.2

1/ Con um cambio de interpretacidn en las distribuciones probabilfsti
cas, podemos asumir que X es una variable aleatoria y llegar a los
mismos resultados que cuando se azume gque es fija,
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E{(y/X) = ¥ /% = a + g X {13.2 }

2
VIY) = g o 0 < o < ® {13.3 }

3) Los términos aleatorios se distribuyen con media cero y varianza
finita, la cual es igual a la varianza de la variable aleatoria

independiente Y.
2
E(e,) = 0; Viey) = o = V{Y} {13.4}

4] Los términos de error no estdn correlacionados entre sf. Teni-
éndo en cuenta estos supuestos,
queremos estimar el modelo pobla
cional de la férmula {13.1 al
mediante el modelo muestral

g.= & +8 X { i3.5 }

Para un dado valor de X;, noso-

-~

tros predecimos ¥; pero lo que

en realidad se observa es Yi'

Por ende cometemos un error
o~
Figura 13.3 igual a e;ﬂYi-Yi). Algunosg de
estos errores son positivos (i. g e; en la figura 13.3) vy otros son
negativos (i. e. e, en ia figura 13.3). Deseamos encontrar los valo
~ ~
res de o vy B3 minimizando la suma de los errores elevadosg al

cnadrado. El procedimiento matemdtico que nog permite hacer ésto

se denomina el método de los minimos cuadrados. Por consiguiente
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rucgtra Funcidn objetivo esz:

n n A n A A
2 2 2, . .
Mirimizar roe; = T (yy-y)© o= T ¥;= o § X) S 13.6
i=1 i=1 i=1

Aplicacidn de las reglas de cdlculo nos llevan al sistema de ecuacio

iies
- t.]
Iy = n o+ BIX
N Fy g/
IYX = wIX+ B I X {13 .7}

El sistema anterior ge denomina las ecuaciones normales del modelo de

regresida lineal bivariante, La solucién algebrdica del sistema es

la siguiente (21,29 ):

- —- (ZX) { Z¥) {1383
a - £ (¥-X) (¥Y-Y) - L XY - - u——
- 2 2
. X )
5 (X-X) 5 X2 - .i_g___
n
(s} = ‘.Y— -— g E { 13A9 }

Los valores de 3 v E se estiman mediante una muestra aleatoria
determinada, Si se sacan todas las posibles muestrac de tamafio n de
la poblacién estudiada, cada una de ellas va a dar -na estimzcidn di
ferente de oy B . Por consiguiente, podemos formar digtribu

)

~
ciones probahilisticas de o vy 8 r las cuales tienen las siguien

tas caracteristicas:

4

a; Distribucién muestral de g

2/ Todas las sumatorias van desde i = 1 hasta n (nimero de chserva
~ ciones muestrales de las dos variables).



441

E(B) = B8 { 13.10.}

vig) = 7 (X2 {13.11 }

b} Distribucién muestral de o

»

BE( a) = © {13.12 }
, " Z . 2 %7 {13.13 }
Vo &) = o & n(zXz - ( EX)Y/n)

pa . P ,
Puasts que g no se conoce, ge estima utilizando los datos muestra

les meciante La £drmula:

S EL o _bET - {13.14}

£oamplo 13.1. =n laz vereda Aguas existian en 1977, doce cultivadores
Gw papa. La informacidn dal capitsl liquido disponible y los gastos
ae insunos mejorzdos se presenta en la Tabla 13.1. Encuentre la re-
iacidn funcionzl g.e exiete entre el gasto en insumos (¥Y) y el capl
tazl liguido disponisle (X) de los agricultores cultivadores de papa
de la regidén. Si un agricultor tiene un capital disponible de 17 {en
iziles de pesos), gue nivel de ingcumos mejorados se puede esperar que

compre ?

En la Tabla 13,1 se presentan los valores de Xy de Y en las co
lumnag 2 y 3, raspectivamente. En la columna 4 se multiplica cada

valor de X por el valor de ¥, mientras que en las 5y & s=e tabulan
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TABLA 13.1. Capital Disponiblie v Gastos

da Aguas, 1977

ar. Insumos Mejorados en la Vere

e 2 - a2
Laric, Capital Gastos b0 SN Y b {(¥=%) (v - ¥;
X {3000} Y (300)
1) (2} (3) (4 (5] 6 ] (8) {93
1 50 25 1250 250G €25 24,194 -3.194 10,202
Z 45 20 200 2025 400 23,4984 ~5,984 35,808
3 13 iz 180 225 144 12,74 ~0,724 0,524
4 18 iz 216 324 144 14,050 =2,050 4,203
5 58 3C 1740 3364 ¥sG o 31,730 -1,730 2,923
k<! 15 10 150 225 100 12,724 -=-2,7z4 7,420
7 10 12 120 100 144 10,514 +1,48% 2,298
a8 5 10 50 25 100 8,304 +1,6%% 2,876
9 57 35 1995 3249 1225 31,288 +3,7t2 13,779
10 28 19 532 784 361 18,470 +0,530 0,281
11 30 20 600 900 400 19,354 +0,646 0,417
12 42 33 1386 1764 1789 24,658 453,342 69,589
Totales 373 238 9119 15485 5¢32 - +0, 006 150,300
los valores de X v de Y al cuadrads, Por consiguiente:
X = total columna 2 = 373; Y © total colmna 3 0= 238;
2
XY = total columna 4 =9,.11%,9; L¥ = total columna 5 = 15.485,0
2
wY = total columna & = 5,532.0 ; h = 12
X =373 / 12 = 31,083 ; v = 2383 /12 = 19.833
Aplicando las férmulas { 13.2 - + < 13.9 Obtenemas :
* - 3 Y 213 12
{ 9.119,0 - (373 } (238 ) /12 ) 0,442
2
15.485,0 - (373 v /12
Y
. = 12,833 = ( 0,44% ) ( 31,083 } = §,0u4

El modelo estimado es:



443

Y = 6,094 + 0,442 X
1 1

A

ElL valor de & = 6,094 es el nivel autdnomo de ¥, o sea aguel nivel
de Y gue no depende de X, e implica que cuando X=0 se gasta $609,4

en insumos mejorados ( puesto que la informacifén de Y viene en cientos
N

de pesos ). E1l valor de 8 = 0,442 es el valor de la pendiente de la

linea estimada e indica cque por cada unidad extra en la cual se incre=~
mente X, el valer de Y se aumenta en §,442 unidades. En otras palabras,
por cada $1000 extra de capital liquido disponible, el agricultor pro-

nedio de la zona aumenta sus gastos en insumos mejorados en §442,

Reemplazando los valores de X en la ecuacién estimada, obtenemos

N

los valores de Y , los cuales se tabulan en la columna 7 d&e la tabla

A

13.1. Por ejemplo, Y, =6,094 * 0,442 ( 50 ) = 28,194,

En la columna 8 se tabulan los errores cometidos en la estimacidén rea-

N

lizada. Donde e, = {(y, - Yi } ( se restan las columnas 3 y 7 ).
i

Por ejemplo, &, = 25 = 28,194 = - 3,194, Finalmente, en la dl-

tima columna se presentan los valores de los errores elevados al cuadra
do ( valores de la columna 8 elevados al cuadrade ).
Aplicando la férmula { 13.14 } tenemos que:

~ 2 2
= I e / {n2) =150,3 / (12 -2 ) = 15,03

O también,
2 2 " »
A _IY - afY - BIYX= 5632 - 6,094(238) - 0,442 (9119) = 15,10

2
La segunda férmula para estimar g es mds fdcil de computar ( puesto
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2
Y
gue no tenemos que calcular ¥ ni e ) y ademds mds exacta ({ al

i i
estimar e, cometemos un error de redondeo el cual se acrecenta al
i
. . ~ 2
elevar los términos de error al cuadrade ) . Por consiguiente, ¢ ~= 15,1,

Aplicando las férmulas { 13.11 } Y { 13,13 } estimamos las varianzas

de oy B , respectivamente,

~ 15,10
Vg ) = ' , = 15,10 = g,00388
15485,0 - (373)°/ 12 —3890,917
. 15485 ,0
v o) = 1510 } = 5,0n789
12 ( 38%0,917 )
-~ -~ .
Los errores estdndar de B y « sont
Sa = v( B )y = J 0,00388 = 0,062
2
Sa = v{(a ) = 5,0 = 2,238
o

Las férmulas { 13,10 } y { 13,12 } implican que B y o , son esti-
madores insesgados de B vy a : respectivamente. Ademds, por el

1lamado teorems de GABSS-MARKOV, se puede conclufr que son estimadores
eficienites, consistentes Y suficientes.l En otras pslabras, si se cum—
plen todos los supuestos enunciados anteriormente, el método de los

ninimos cuadrados ( MMC )} nos da estimadores que tienen todas la propie

dades deseables de un buen estimador_(21’32,4o’51)_

13,Z Intervalos de Confianza para o , B ¥ g

En el modelo de regregifn lineal simple ( & tivariante ) se

pueden calculaw intervalos de confianza {( I.C. ) del (1 - a) por
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2
a

By

’

de igual modo como se definieron en el ca-=

3/

»ftule VIII para otros estadisticos muestrales., Estos intervalos son:

~

*

<

*

P(a - t Sa & <axg Sa ) =1-0 {13.15}

G/2;(n~-2) © a/2;: (n=2} o

~ * - *

PIB -t Sa < B < B+t Sa ) =1-0 {13.16]

®/2;{n-2) B a/2;(n=2) B

. 2 2 a2
po o=@ S o < B0 -i-g {13.17}
X
L X c
2

Ejemplo 13.2. Encuentre un I.C. del 95% paraa , B y O ,uti-

lizando los datos del problema 13.1.

Solucién: De acuerde a los datos del problema 13.1., tenemos que:

ry -~ ~ 2
a =6,094; 5 = 0,442; a = 15,1; S~ = 2,238;
o
s = 0,062; n=12; (n-2) =10
:* *
t =t = 2,23 ( ver taklia 6.4 )
/25 (n=2) 0,025;1¢0
2 2 2 2
X . = =20,5; y = ¥ = 3,25 ( tabla 6,3
L 10;0.975 c 10;0,025

Por consiguiente, aplicando las fdérmulas {13.135 } a { 13.17 } ;, te—

nemos que:

o

< <

a) P{6,094- 2,23(2,238) 6,094 + 2,23(2,238) ) = 0395

a

? <

( 1,103 <

11,085 ) 0,95

Poienos esperar con un 95% de condfilanza que el verdadero intercepto de

-~

Para realizar pruebas de hipStesis e intervalos de confianza, se
- . . . -~ ]

agsume ¢u¢ ias distribuciones muestrales de g é r ¥ oy e; son

LOYTAaLES .



la linea en la poblacién esté entre § 110,3 y $ 1.108,5 ( puesto que

la informacidn estd en cientos de pesos ).

'y P{0,442 ~ 2,23(0,062) < & < 0,442 + 2,73(0,062) ) = 0,35

P{ 0,304 < B <0,58¢ ) = 0,9
Con un 5% de confianza podemos afirmar que la verdadera pendiente de la
linea en la poblacidén estd entre 0,304 y 0,580, Es decir, que por ca
de mil pesos que se incremente el capital liguide, el agricultor promedio

gastard entre § 304 y § 580 adicicnales en insumos mejorados.

2z
<) U2 -2) (5., < o <« (2 -2)A5,3) , _
Pt 20,5 3,25 } 0,95
2
P( 7,419 < < 46,462 ) = 0,95
P( 2,714 < ¢ < 6,816 ) = 0,95

Podemos afirmar con un 95% de confianza que la verdadera varianza pobla-
ciornal alredzdor de la linea de regresiSn estd entre 7,419 y 46,462;
mierntras gue la desviacién tipica poblacional ( la ralz cuadrada de los

limites de la varianza ) estd entre 2,714 vy ¢,816.

2
2.3, Prucha de HipStesis para. o, B v o}
Utilizandc los estadisticos:
F
te = ( a- LI Yy / S& - tn--2 {13.18}
F.Y

o -~ - 1
£ (8 B,/ 85 t o { 13.19 }
P a2 2 2
P = n-2) ¢ / g ~ X pe2 {13.20}



Pocemc. probar hipétesis acerca de los pardmetros o , B ¥ O tal

como se ilustra en el ejemplo 13.3.

Ejemple 13.3. Con referencia a los datos del problema 13.1,, docime

las siguientes hip&tesis:

ajl HO: B=20 b} Hy* g8 = 0,50
E: 28>0 H g# 0,50 2
1 e) H : ¢ = 20,0
o 2
c) a a=0 a) E : o = 12,0 H : a >26,0
s’ o 1
Hl a > 0 Hl: a ¥ 12,0
* *
Solucidn: Tenenos dJque, t = t = 1,8l ( prueba de una

n-2; a 4 10:,05 N

cola a la derechal;: ¥ t = t = 2,23
n-2; o/2 10;9,025
( prueba de Gos colas }.
a) t© = (0,442 - 0} / 0,062 = 7,129 ~ 1,81, Se rechaza HO
c

al 5% vy aceptamos gue = 7 0. Esto implica que la variable ¥ si influen
cia significativamente & ¥.

o) ot = { 0,442 - 0,5 ) / 0,062 = =08,935 > - 2,23 , NO se recha—
c

za B al 5%. NMOtese que este valor est4 inclufdo en el intervalo de
o

confianza del 95% para g Y serfa otro criterio para no rechazar H).
o

2) t = (6,094-0)/2,238 =2,723 > 1,81. 8Se rechaza H_ al 5%
c

.. concluimes que la linea no pasa Ppor el origen.

&3 t = (6,094 -12) / 2,238 = - 2,638 < - 2,23 . Se rechaza Ho
.. 58 . <w&tese que este valor no estd inclufdo en el I.Cc. del 95%

nara ¢ @ estimado anteriormente.
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3 2%
a) X = 10(15,1) = 7.5 < g = 18,3, Por tanto,
c T 10:,95

no se rechaza H al 5% de significancia.
o

13.4., Prediccidn de un Valor Promedio de la Variable Dependiente

-~ L.
Concciendo los valores de © y B , se puede predecir el va-

lor promedio de Y para un valor determinado de X, 8i se toma un valer
dentro del rango de los valores observados de X se dice que ge realiza

una interxpolacién , Si se toma un valor de X que no estd dentro del

rango obsarvado de ezta variable, realizamos una extrapolacidn.,

El velor promedio gue predecimos de ¥ depende de los valores
Y )
muestrales / puestos que &stos determinan los valores de ¢ y B y
N
Y es una funcidn lineal de é&stos ), por consiguiente, podemos for=-

~
mar una distribucién muestral del estadistico Y , cuyas caracterige

ticas prircipales son:

-

E(Y) = o+ gX (i3.21}
- 2
Y 2 l ( xo - X )
V(y)= & = 4 [ 13.22 }
¢ t 1% - (im

Si gueremcs analizar, ya no un valor promedio, sinoc un valor indivi -
dual de ¥ { Yo ), el estadistico obtenido se distribuye con media

igual a la distribucién de un valor promedic, pero con una mayor wva-—

riabilidad (21,29,51). - 2
a2 i ( X~ %)
vV {Y = 1+ +
(Y G ; n v { 13.23 }

2
Ix -(IX) /n
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Ejemplo 13.4. Si un agricultor tiene un capital disponible de $17
( en miles de pesos ) que nivel de insumos mejorados se puede esperar

que &€l compre?

Solucidn: vy =6,094 + 0,442 (17 )} = 13,61
Por consiguiente, podemos esperar que compre $ 13,6]1 en insumos mejora=
dos. La anterior es una estimacién puntual de Y . Para encontrar una

estimacidén intervalo del 95% tenemos que:

2
1 (17 - 31,083)

T2+ = 2,027

iy ) = 15,10 3890,917 1

Sa= / V(YY) = /J 2,027 = 1,424

-~
b4
P{3,61 - 2,23{1,424) < ¥ <« 13,61 + 2,23(1,424) ) = 0,95

. { 10,435 < ¥ < 16,785 ) = Q,9

Focemos conclufr con un 95% que el verdadero gasto en insumos mejorados

—z=do X = 17, est4 entre $1043,5 vy $ 1678,5.

E-amplo 13,5 En 1978, un agricultor de la vereda Aguas tenfa un ca-
cital disponible de $ 20 ( en miles de pesos ) y gastaba $15 ( en cien-
tos de pesos ) en insumos mejorados, se habria podido predecir este va-
“or con los datos de 1977 ( tabla 13.1., ) o ha cambiado la relacién de

. afio a otxro 7

5o acibn:  Observamos en 1977 un valor de Yo = 15, cuando X = 20. A~

cuf tenemos un valor particular de Y, puesto que &s uno observado y no
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aun valor predicho por la ecuacién, EL valor que se predice para X=20
.3
es igual a: Y = 6,094 + 0,442(20) = 14,93,

Lo gue deseamos probar es si o no hay diferencis significativa entre

-~
¥y =15, y Y = 14,93, Esto lo realizamos mediante el estadfstico,

-~
t = b 4 - Y s - t 13,24
L= Gy ) /sy ., 3.24)

En nuestro ejemplo,

2
V(Yo y =15, { 1+ @/212) + (20- 31,083 ) /3890,917 } = 16,835
s =/ v(y. ) = /16,835 = 4,103
¥ o .
o
. *
£t = (15 - 14,93 ) / 4,103 = 0,017 < t = 2,23. No se re-
€ ,025,10

chagza H0 al 5% y conclufmos que nuestro modelc si predice el valor

cbservado en 1978,
13.5. &ardlisis de Varianza en el Modelo Linezl Bivariado.

L.a suma de cuadrados totales { SCT ) alrededor de ¥ ( la varia-
ble dependiente )} se puede descomponer en dog partes fundamentales.Una
explicada por la regresién (SCR) o tratamiente y la otra debida al e-

rror (SCE) o a términos netamente aleatorios.

SCT = SCR + SCE { 13,25}
Donde ,
- 2 2 2
sctr =1 (¥Y~-%¥) = 3%Y = (8Y) /n 13,26}
. - 2 a
sck = L(Y~-Y) = g { zxyx - (rX¥(z¥¥ny} (13.22}

SCE = SCT - SCR {13.28 }



Cor la suma de cuadrados totales existen ( n-1 ) grados de libertad
asociados con ella. Con la SCR hay uno y con la SCE existen {( n-2 ).

Por consiguiente, la tabla de ANOVA es igual a:

TAELE 13.2 Modelc de Regresidn Lineal Bivariante,tabla de ANOVA

CRUSA SUMA DE GRADOS DE CUADRADOS F
CUADRADOS LIBERTAD MEDIOS
REGRESION SCR 1 CMR=SCR/1
CMR/CME
ERECR SCE n-2 CME=SCE/ (n-2)
TOTLLES sSCT n-1 - -
Con ci estadfstico F = CMR / CME {13.29 1 ,

prabanos la nipdtesis nula que la variable independiente ¥ no influye
a 1 variable dapendiente Y. Esto implica que en el caso de la regre-
5.6 .ineal piwariante, la prueba de F, desempefia la misma £uncidn que
ie prueba de t del aestadistico t férmulia 13.13 } para docimar
C
que s = 0, Peroc an el caso de regresidén miltiple ( donde tenemcs
mis Le auna variaple independiente ), la prueba de F sirve para obser-
var =21 afecto de todas las variables independientes, mientras gue 1a
ge T nos sirve para probar la importancia de cada una de las varia-
;

hLcs independientes ( en forma individual ) en la variable dependier

=& | variable v ) (9,23,42,51).

Zjerplo 13.6, Realice el ANOVA con los datos del problema 13.1.
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Solucifén: De acuerdo a los problemas anteriores tenemos que:
2
SCT = yv - {(L¥ )} /n = 5632 - ( 238 )2/12 = 911,67

{ XY - (zX) (¥ ) / n}y= 9119 - | (373)(238)/12 ; = 1721,17

SCR = {( Q0,442 ) ( 1721,17 ) = 760,76
SCE: = 91li,67 - 760,76 = 150,91
TaRLA 13,3, Talbla de ANOVA
CAUSA SUMA DE GRADQOS DE CUADRADOS F
CUADRADOS LIBERTAD MEDIOS
REGRES ITON 760,76 1 760,76
50,415
ERROR 150,91 10 15,09
TOTALES 511,67 1l - -
F = 760,76 / 15,09 = 50,415

El estadistico F de la férmula { 13.29 } , sigue una distribucidn de

F con 5, =1 ¥y ‘% = (n=-2 ), 8Se rechaza H0 al oa% ( Ho: la(s)
*
variable (s) independiente(s) no influye(n) a Y ) si F > F
. " ;61r &
En nuestro ejemplo, F = 4,96 < 50,415 = F, por consiguien
5%:1,10
te, se rechaza H al 5% de significancia.

s

13,6. Comparacidn de Dos Pendientes

Asura gue en una regidén determinada ( 6 en an afio especifico )

A A
se ha estimaidn la regresién ., = G + g X
estima Jgres ' Yl 1 1 5
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y que en otra regifén { o en otro afio }, se estimd para las mismas varia-

-~

: : = o + é
bles la regresidn Yi 5 5 Xi

Se desea saber si hay © no una diferencia significativa del efecto de X
en Y de una regién a otra ( & sea se desea saber si hay O no una diferen
gla significativa entre R 1 ¥ B o }. Si tanto 31 como g

son estadisticamente diferente de cero, las hipbtesis:

&/
Hy: 81 = 82 Vs, H, ¢ [31# B,
Se pueden docimar mediante el estadistico t , donde:
c
61 - 82
T = { 13.30 }
/v(el) vig, )
Ei estadfstico t definido por la férmula { 13.30 | sigue una dis=-
c
tribucidn de t con § = | nl + n2 - 4 } grados de libertad.
’ *
Se rechaza K al « % si Lr | > ot ( 21,23 ).
o c 23
a/ 8

Ejerplo 3.7. En 1877 existfan 12 cultivadores de papa en la vereda
Aguas v 15 en la vereda el Cisne, que exran usuarics del ICA. Para
cada .r: de las explotaciones agropecuarias ysuarias del ICA de estas
dos vercass se obgservd el capital 1lfguide disponible X ( medido en
~iles e -=308 ) y ol nivel de gastos en insumos mejorados Y ( medido

.- gisnz~s de pesos ). Los datos suministrados por la Ficha T&cnica

/ Taroién se sueden realizar docimasias unilaterales
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nos permitieron calcular que :
Vereda 1 ( Aguas )

s, =0.,442; V{ g, ) =0,00388 ; n =12

Vereda 2 ( El Cisne )

~

B = g.cos,
2 "O,JSS; V(B

Podemos conclufr que los agricultores de papa en la vereda 2 gastan

mids en insumos mejorados por unidad de X que los de la vereda 1 7

Solucién: Tenemos qua:

H: = H H : >
o B 1 BZ 1 B 2 8 1
§ = (12 +15 - 4 ) = 23 =grados de liberzad,
*
t0,05.-23' = 1,71 ( prueba de una cola )
t = (0,583 - 0,442 ) / ,/ 5,55588 ¥ 5,5@5 = §,992
c

*
Puesto que tc = 0,992 < to,05;23% 1,71, no se rechaza Ho al 5% y

conclufmos que las dos pendientes son estad{sticamente igquales.
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